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論文内容要旨
 本論文では,二つの小さなパラメータを含む二元連立一階常微分方程式系に対して定義される散乱行
 列及び遷移確率の漸近挙動を考察する。
 本研究の背景を時間依存シュレディンガー方程式
∫h∂ψω=Hωψω(!)
 を用いて説明する。ここでψ(0は可分Hi]bert空間Hの元とし,ハミルトニアンH`0は時間変数'に滑らか
 に依存するH上の有界な自己共役作用素とする。ノ1は断熱パラメータと呼ばれる正の小さなパラメータで
 ある。H〔oのスペクトルσ(oは二つの互いに素な部分集合σ1(o,σ2(oの和集合で,これらの問の距離の'
 に関する下限は正であるとする。σ、(oに対応する固有空間への射影作用素をQ〔oとし,(1)の時刻5から時
 刻rへ時間発展を表すユニタリー作用素をUに5ゴリとする。このとき,Hωに対する遠方での然るべき漸近
 条件の下で,遷移確率Pσりは以下で定義できる:
 P(h)一塊,II(1-9('))U(1,Sl乃)9(3)ll㍉
 .、'一〉一工
(2)
 方程式(1)は,シスートランス幾何異性体間の遷移現象や光解離などにみられる二準位エネルギー間の
 遷移現象をモデル化したもので,(2)はその遷移確率である。
 断熱パラメータ11は,11-0とともに時間スケールを遅くするパラメータである。一般に,十分小さな
 hに対してPぐ1ηの不等式による指数減衰評価が成り立つことがJoye,Pfisterによって199!年に示されてい
 る。さらに詳しくP`1りの漸近挙動を求めようとすると,研0が・」般の自己共役作用素の場合はもちろん,
 2×2のエルミート行列の場合でもこの問題は自明ではない。
 H(0を行列とする最も典型的な例は次のLalldau-Zenerモデルである。
 Hω一(怒一1,)(3)
 この場合,Hωの二つの固有値の差はr=0において最小値(スペクトルギャップ)2εをとる。ハミルトニ
 アンを(3)とする方程式(1)は,無限遠点に不確定特異点をもつWeberの微分方程式に帰着できる。このと
 き遷移確率は,Weber関数の無限遠点での漸近公式を用いて厳密に計算することができ,次のLalldau-
 Zellerの公式(1932)が任意の正の数ε,11に対して成り立つ:
 P`ε,hクーexp[一πε1/alll.(41
 本論文では,Landau-Zelle1・モデル(3)の対角成分を一・般化したモデル
 月(・一(1ω vlフ)15)
 を考える。ただしV(oは次の仮定を満たすものとする。
 (A):V(0は実軸上実数値かつ実解析的であり,突袖を含む帯状領域でかつ複素リーマン球面上無限遠点
 の近傍では正の偏角をもつ角領域に解析接続できる。
 (B):V〔0は(A)の複素領域内で実部が+。。,一。。に発散するとき,それぞれ零でない定数に十分速く漸近
 する。
 (C):Vωは実軸上少なくとも一点で0となる。
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 本研究の目的は,二つのパラメータε,11を共に0に近づけたときのPに.ωの漸近展開を調べることであ
 る。P`ε,ノ,フはJoye,Pfiste1・の結果によりh-0のとき指数的に減衰する。一方(5)からも分かるようにスペク
 トルギャップεが小さくなるとPに,ωは逆に大きくなると考えられる。
 研0の行列式の零点を変わり点と呼ぶ。Vωの零点を一つ固定し(FO),その位数を∫止すると,εが十
 分小さいとき原点からの距離が0(ε加)で偏角が±(の一!)π∫/2ηの点(ノ=1,...,∫1)の近くに一つずつ,計2η
 個の変わり点が存在する。実軸に最も近い.L半平面上の二つの変わり点に対する作用積分(固有値の差を
 原点からそれぞれの変わり、点まで積分した量)をA`εフ,Brεフとする。ただし'1二1のときは窺εフ=B住フ
 とする。
 定理Vωは一点のみでOとなると仮定する。
 ωη二1のとき十分小さなεに対して一様に次の漸近展開が成り立つ。
 腓鴫㎞碓)](1+・(h))誌h→・・ (6)
 (ii)∫1≧2のとき十分小さなεに対して次の漸近展開が成り立つ。
つ
 酬一州剥畦畔〔1+・〔ε、絡、/.〕〕asε畜、→・・(7)
 ここで複号±1はV〔oの零点の位数から定まる。
 (i)の結果は,Joyeによって1994年に,作用素解析的手法により既に得られている。また(ii)の結果は,
 実軸に最も近い変わり点から定まる二つの作用積分のみからP食,1∂の漸近展開が与えられることを主張
 する。(H)の結果に関連した先行研究として,Joye,Mileti,Pfister(1991)及びJoye(1993)は,εを固定した一
 般のエルミー1・行列モデルのPσηの漸近挙動を考察し,作用積分の虚部に特定の条件(我々のモデルでは
 ImA(ε)=lmB(ε)を課した上で(7)のような漸近公式を得ている。(ii)の結果は,1mハ(ε)≠lmB(ε)の場合
 についても成り立ち,このときε,11の相互関係に応じてP`ε,∫りの漸近展開の主要項が異なることが確か
 められた。
 定理の証明は,遷移確率が散乱行列の非対角成分の絶対値の二乗であることを用いる。散乱行列は,
 +。。と一。。でそれぞれ定義されたJost解の問の基底変換行列であり,我々の問題はJost解の接続係数の11
 に関する漸近展開を調べる問題に帰着される。
 パラメータが二つあることによって生じる困難は,h-0でStokes現象を起こす複数の変わり点がε→0
 とともに合流するところにある。
 Jost解の接続において問題となる11についてのStokes現象とは,解を変わり点のまわりで解析接続する
 とき,1,→0における解の漸近展開が不連続的に変化することである。Landau-Zenerモデル(3)においては
 Weber関数の積分表示を用いてStokes現象を解析することができる。一般の作用素に対して積分表示を用
 いずにStokes現象を解析する方法の一つがWKB法である。
 WKB解は,相関数をzω,振幅関数をw`々h♪とする暗f;ωexplz`0"11の形をしている。変わり点はWKB解
 の特異点であり,特に振幅関数は11のベキ級数で表わすと,一一般に発散級数となる。この事実がStokes現
 象の原因であり,この発散級数の数学的扱いが問題となる。
 そこで本研究では,定常のシュレディンガー方程式におけるG色rard-Grigis流の完全WKB法を二元連立
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 一階常微分方程式系に応用した。完全WKB法とは,振幅関数の形式級数の和の取り方をある積分漸化式
 によって換えることにより,収束級数解として構成し直すものである。さらにこの積分漸化式の積分路
 に沿ってz`0の実部が狭義単調増加するとき,この振幅関数の無限級数は11に関する漸近展開になり,この
 ような積分路が存在する領域で真の解と対応付けることができる。この複素領域は,変わり点を通るz(o
 の実部の等高線のなす幾何学的構造(Stokes幾何)によって特徴付けられる。したがってWKB解の接続問題
 は,Stokes幾何を調べること,及び各変わり点での接続係数を計算することに帰着される。
 スペクトルギャップεを0に近づけるとき,作用積分の漸近的性質から実軸近傍のStokes幾何を知るこ
 とができる。しかしε→Oとするとき,WKB解の特異点である211個の変わり点がV(0の零、点(FO)に収束
 するため,r<0及びf>0で定義されたWKB解の問の接続係数の11に関する漸近展開がεも0に近づけたと
 きどこまで有効であるかが問題となる。本論文で採用した完全WKB法により,この問題は振幅関数を構
 成する積分漸化式の積分核がεにどのように依存するかに帰着する。変わり点での積分核の特異性から,
 積分路と変わり点との距離をεの関数として下から評価することにより解決できる。
 スペク1・ルギャップを固定するとき,Joye等の仕事によれば実軸に最も近いStokes幾何が遷移確率の主
 要項を決める。V〔0が複数の点で0となる場合,ε一〇とすると,最も位数の小さい零点からの遷移確率へ
 の寄与が最も大きくなると期待される。特に一つの零点の位数が他の零点の位数よりも小さい場合,
 点でのみ0となる場合の上記の定理と同様の結果が得られることが予想され,実際Vωが二点で0となる場
 合にこれが正しいことが証明された。
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 論文審査の結果の要旨
 時間に依存する自己共役なハミルトニアンのスペクトルが,二つの互いに素な部分集合の和であると
 き,時刻一。。で一方のスペクトル集合の固有空間に属している状態が時間発展ののち時刻+。。で他方の
 固有空問に属する割合を遷移確率という。
 時間の経過をゆっくりにする断熱パラメータhを導入すると,遷移確率はhに関して指数的に小さいこ
 とが知られているが,その漸近展開を求めることは一般に容易でない。
 渡部拓也は,ハミルトニアンとして2×2実対称行列で対角成分は実解析函数V(t)および一V(t),非対
 角成分は定数εであるモデルを考えた。このモデルでは,vが実の零点をもてば,そこでスペクトルギャ
 ップが最小値2εをとる。εが小さくなると遷移確率は大きくなると考えられるので,hとεとを同時に
 小さくすれば,その速さの相互関係が問題となる。
 学位論文では,遷移確率のh,εに関する漸近展開の主要項を計算し,誤差項の評価を与えている。こ
 こで注目すべき点は,V(t)の零点の次数に制限を加えていないことである。遷移確率を支配するのは,ス
 ペクトルギャップの複素の零点(変わり点と呼ぶ)のまわりでのWKB解のStokes現象である。次数が!
 の場合は,変わり点が(複素共役を同一・・視すれば)一つあり,そこでのStokes係数が遷移確率の指数減衰
 のオーダーを与えることが知られていた(Lmldau-Zelle」・の公式)。一般の場合,零点の次数と同じ個数の
 変わり点があり,これらはεが0に収束するとともに「合流」する。著者は,実軸に最も近い…つないし
 は一二つの変わり点だけが遷移確率の主要項に寄与し,残りの変わり点は誤差項の評価にのみ影響するこ
 とを明らかにした。
 著者の仕事の本質は,合流する変わり点のまわりでのStokes現象という,常微分方程式の漸近理論にお
 いて重要でありながら今まで研究されなかった問題に,近年になって進展しているWKB法の厳密な理論
 を用いて切り口を入れたところにある。
 なお変わり点の合流の仕方には変わり点の数だけの自由度があり,それに応じたパラメータを導入す
 れば,一一般理論の雛形としての価値も増すであろう。
 以上は著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している。よ
 って,渡部拓也提出の博士論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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